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Resumen.

El presente trabajo tiene por objetivo realizar un estudio de los principales aspectos
relacionados con la propagacion de las ondas electromagnéticas. En el mismo se
recogen de forma clara y sintética los fundamentos fisico-matematicos que se
consideran necesarios para la comprension general de dicho fendmeno, partiendo de la
presentacion y analisis de las ecuaciones de Maxwell, y pasando sucesivamente por el
andlisis de distintos aspectos, tales como: la representacion en coordenadas
rectangulares y polares, las condiciones de contorno, la definicion de los coeficientes de
transmision y reflexion de las ondas, entre otros, logrando presentar una vision global
del tema.
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Introduccion

La vida moderna ha puesto al servicio del hombre toda una serie de facilidades
impensables hasta hace relativamente unos pocos afios. Todos ven con normalidad que a
sus hogares lleguen, por ejemplo, las sefiales de la television, de la radio o de la
telefonia movil, hecho que resulta posible, en gran medida, gracias a la radiacion,
propagacion y recepcion de ondas electromagnéticas. Estos fendbmenos pueden ser
descritos a través de las Ecuaciones de Maxwell, las que aplicadas a ciertas
particularidades de obligada consideraciéon, ayudan a modelar matematicamente los
mismos, asi como contribuyen a conformar una idea general de como ocurren.

Ecuaciones de Maxwell

Fue el genio de James Clerk Maxwell el que combind el trabajo previo de Michael
Faraday, André Marie Ampere y Carl Fredrick Gauss en una teoria unificada del campo
electromagnético (Gross, 2005). Las ecuaciones en cuestion, en forma diferencial, se
resumen a continuacion:

Ley de Faraday: V x E = — Z—E [1]



Ley de Ampere: Vx H=—+] [2]

Leyes de Gauss: V - D [3]
V-BE =0 [4]
: vector intensidad del campo eléctrico, (V/m);
: vector de densidad del flujo eléctrico, (C/m2);
H: vector intensidad del campo magnético, (A/m);
B vector de densidad del flujo magnético, (W/m?);
J - vector de densidad volumétrica de corriente, (A/m2);
o : densidad volumétrica de carga, (C/m3).
La forma diferencial de la Ley de Faraday, mostrada en [1], relaciona los campos
eléctrico y magnético, demostrando que un voltaje puede ser generado variando el flujo
magnético que atraviesa una superficie dada, o sea, como los campos magnéticos
variables en el tiempo, producen campos eléctricos. Por otra parte, la Ley de Maxwell-
Ampere [2], muestra como un campo eléctrico que varia con el tiempo, produce un
campo magnético. La Ley de Gauss, representada en [3], explica como el flujo del
campo eléctrico a través de una superficie cerrada, es igual a la densidad volumétrica de
carga encerrada en la misma. Por su parte, la Ley representada en [4] muestra como el
flujo magnético a través de una superficie cerrada es igual a cero, ya que entran en esa
superficie tantas lineas de campo magnético como salen, por la presencia de los dipolos
magnéticos, implicando que las lineas de campo magnético deben ser cerradas, lo cual
expresa la no existencia del monopolo magnético. Las densidades de flujo se relacionan
con las intensidades de campo, como sigue (Ortega, 1990):
D=¢E [5]
E=uH [6]
donde: &= ¢,5;, es la permitividad eléctrica absoluta del medio, (F/m);
£,., es la permitividad eléctrica relativa;
£, s la permitividad eléctrica del vacio, igual a 8.85 x 107** F/m.
i= g, es la permeabilidad magnética absoluta del medio, (H/m);
u,., es la permeabilidad magnética relativa;
15, €s la permeabilidad magnética del vacio, igual a 4w x 107" H/m.
Al representar los campos eléctrico y magnético en forma fasorial (E, y H.), las
ecuaciones de Maxwell pueden ser escritas como sigue:

Il
o

donde: E
D

VXE, = —jupH, [7]
VXH, = (0 +jws) E, [8]
V-E. =0 [9]
V-H.=0 [10]

Dichas expresiones muestran a su vez, cdmo los campos pueden ser expresados de
forma compleja como sinusoides, esto es: E = Re {E, ¢’“*}y H =Re {H, ¢’“" }.

Ecuacién de onda de Helmholtz

Un trabajo matematico adecuado con las ecuaciones [7], [8] y [9], asi como la
consideracién de que las ondas se propagan en el vacio, permiten obtener las ecuaciones
vectoriales de la onda de Helmholtz (Sadiku, 2001):

VIE,—y*E, =0 [11]
"-?H:HE —yiH, =0 [12]
donde ¥~ = jwu(o + jwe) [13]

se conoce como la constante de propagacion.



Como se observa, es una cantidad compleja, debido a esto, puede ser reescrita de la
manera siguiente:

y = a+jB [14]
siendo « la constante de atenuacidn de la onda, expresada en Np/m; y 5 la constante de
fase, expresada en rad/m, pudiendo ambas ser calculadas como sigue:

a = w I%[ 1+ fmi]_— 1] [15]
1.'..

B =w f%[ﬁ'l— (mi] + 1] [16]
h

donde « es la frecuencia angular (rad/s) y & es la conductividad del medio (S/m). Al
término “/,, = se le llama tangente de pérdidas. Cuando este valor es menor que 0.1, se
dice que el medio (o el material) es buen aislante (o dieléctrico); mientras que si su
valor es mayor que 100, es en cambio buen conductor (Gross, 2005).

Propagacion de las ondas representadas en coordenadas rectangulares

Las ecuaciones vectoriales de Helmholtz, pueden ser resueltas en cualquier sistema de
coordenadas ortogonales sustituyendo apropiadamente el operador ¥V para cada sistema
coordenado. La figura 1 muestra un sistema de coordenadas rectangulares, sobre la
superficie terrestre.

X Figura 1

Si se asume polarizacion de £ en la direccion del eje z, y propagacion en el eje X, es
posible, a partir de la ecuacion [11], obtener lo siguiente:

E..(x) = Ee™™ + E e’ [17]
Esta ecuacion esté en forma fasorial. Si se desea llevarla al dominio del tiempo, bastaria
con introducir el término e/“*, quedando entonces como sigue:

E(x,t) = Eje”"cos (wt— fx)Z [18]

Propagacion de las ondas representadas en coordenadas esféricas

Analogamente, se puede obtener la ecuacion de la onda para el caso de la propagacién
del campo eléctrico producido desde una fuente isotropica en coordenadas esféricas. La
figura 2 muestra un sistema de coordenadas esféricas, sobre la superficie terrestre.



X Figura 2

Si se asume polarizacion de E en la direccion de € y que solo es funcién de +, es
posible, a partir de la ecuacion [11], obtener lo siguiente:

Ep.(r) = =— [19]
Como se observa, la ecuacion esté en forma fasorial. Para llevarla al dominio temporal,
se procede de modo similar a lo descrito para tales efectos en la seccién anterior,
permitiendo obtener el siguiente resultado:

E(r,t) = =——cos (wt— fr)f [20]
La diferencia entre ambos resultados [18] y [20] radica en el hecho de que para trabajar
en coordenadas esféricas se presume la existencia de una fuente que produce las ondas
que se propagan, dando lugar a la dependencia 1/, . Este factor es llamado “dispersion

esférica”, e implica que al ser la radiacion proveniente de una fuente puntual, el campo
se dispersa a su alrededor, a través de una esfera cuyo radio es r (Hayt y Buck, 2001).

E,s

Condiciones de contorno del campo eléctrico

Los contornos interrumpen el flujo de propagacién de los campos. Las discontinuidades
del medio dan como resultado la reflexion, transmision, refraccion, difraccion y
dispersion de los campos, los que a su vez, producto de estas perturbaciones, dan lugar a
condiciones de multitrayecto. Las condiciones de contorno deben ser establecidas por
tanto, en el orden de determinar las caracteristicas de la reflexién, transmision y
refraccion entre medios dieléctricos. Dos de las ecuaciones de Maxwell, en forma
integral, pueden ser usadas para establecer las condiciones de contorno para el campo
eléctrico (las tangenciales E,, y las normales D.,,, respectivamente) (Gross, 2005):

¢E-dl =0 [21]

Eﬁﬁ ' E = l!?L:."!L'p [22]
En la figura 3, se muestran las condiciones de contorno entre dos medios (con £; y £;),
con las correspondientes componentes normales y tangenciales del campo E:

£2 E> En
Ah
Eq Ej Al
£ Figura 3

Analizando adecuadamente, se demuestra que:
En = B [23]



La igualdad a la que se llega en [23], demuestra que las componentes tangenciales del
campo eléctrico son continuas a través del contorno.

En la figura 4, se muestran las condiciones de contorno entre dos medios (con £, y &),
con las correspondientes componentes normales y tangenciales del flujo eléctrico D:

Figura 4

De forma similar, analizando adecuadamente, se demuestra que:

Dr!f_ Dn‘l = P: [24]
Este resultado muestra que las componentes normales del flujo eléctrico son
discontinuas a través del contorno, discontinuidad que viene dada por la densidad
superficial de carga en ese punto, 2..
Ahora bien, tomando como base las ecuaciones [23] y [24] se pueden determinar las
propiedades de la refraccion eléctrica. La figura 5 muestra una superficie que divide dos
dieléctricos (con £, y &, ), E; y D, estan inclinadas &, con respecto a la normal; E, y D,

los estan &,.
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- Figura 5

De esta forma, y asumiendo que la diferencia superficial de carga entre las dos
superficies, p., es cero, se llegan a las siguientes relaciones:
E,;senf; = E,senb, [25]
g,Ejcos8, = £,E,cos0, [26]
Al dividir ambos resultados y luego de algunas transformaciones matematicas, se
obtiene la relacion entre los angulos de refraccion del campo eléctrico en ambos
medios:

e - [27]

tang,, Ern

Condiciones de contorno del campo magnético

En este caso, las dos ecuaciones de Maxwell de utilidad, también en forma integral, a la
hora de establecer las condiciones de contorno para el campo magnético (las
tangenciales ., y las normales E,,, respectivamente), son (Gross, 2005):
¢H-dl =1 [28]
¢B-ds = 0 [29]



Las figuras 6 y 7 muestran el contorno entre dos medios (con p4y f,) y las
correspondientes componentes tangenciales y normales del campo magnético H y de la
densidad del flujo magnético B, respectivamente:

Figura 6

Figura 7

Analizando y trabajando adecuadamente en las dos situaciones, se puede arribar a los
resultados siguientes:

Hy— H, =K [30]

Sn: = 5.1'!‘1 [31]
La ecuaciéon [30] muestra que la componente tangencial del campo magnético es
discontinua a través del contorno entre los medios, discontinuidad que viene dada por la
densidad superficial de corriente K. A su vez, la ecuacion [31] nos dice que la
componente normal de la densidad del flujo magnético es continua a traves del
contorno.
Ahora bien, tomando como base las ecuaciones [30] y [31], y de forma anéloga a lo
desarrollado en la seccion anterior, se pueden determinar las propiedades de la
refraccibn magnética. Si se asume, en este caso, que la diferencia superficial de
corriente entre las dos superficies, &, es cero, se llega a la ecuacion:

il [32]

tang [T

Coeficientes de transmision y reflexion de ondas planas

Como bien fue mencionado en secciones anteriores, algunos de los fenédmenos a que
estan expuestas las ondas en su trayectoria de propagacion, son la reflexion, transmisién
y difraccion. A continuacion se muestran los coeficientes de transmision y reflexion de
ondas planas, en los casos de incidencia normal y oblicua. Los detalles de estas
derivaciones, pueden ser hallados en (Sadiku, 2001).

El caso de la incidencia normal, en el cual la onda plana incide normal al contorno, es el
mas simple. En la figura 8 se puede apreciar la situacion ilustrativa de este caso:
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La impedancia intrinseca de ambos medios, viene dada por:
}?1 = ii 1 _EI,:;.T'_ [33]
«\_ &g
N, = ii 1_";: [34]
N < g

Los coeficientes de reflexién y transmision, se definen, respectivamente, como se
muestra a continuacion:

R = 57t = |R|e’ [35]

T = =T = 7] [36]
De esta forma, el 6ampo eléctrico total, en ambas regiones, se define:

E;, = E.+ E, = Ep[e™" + Re’¥]x [37]

E,, = TE e "% [38]

En los casos en los que el coeficiente de reflexion no es cero (es decir, existe onda
reflejada) y la region 1 se considera sin pérdidas (a;=0), se establece un patrén de onda
mezclada, que conlleva a un patrén de interferencia, el que serd una funcion de la
distancia del contorno. Esta interferencia es un ejemplo trivial del desvanecimiento que
tiene lugar en muchas aplicaciones inalambricas. Luego, resulta de interés definir dicho
patron de onda estacionaria, tal y como se muestra (Gross, 2005):

o (1E R[]}
SWR = So70 [39]

Pasando al caso de la incidencia oblicua, se debe decir que resulta mucho més complejo
que el de la incidencia normal a la hora de definir los coeficientes de reflexion y
transmision, que en esta situacion se les conoce como Coeficientes de Fresnel (Gross,
2005). Al igual que en la seccidon anterior, los detalles de la obtencion de estos
resultados pueden ser consultados en (Sadiku, 2001). Seran abordados dos casos
principales, uno donde el campo E es paralelo al plano de incidencia, y otro en el que
dicho campo es perpendicular.

Para el caso particular en el que el campo es paralelo al plano de incidencia, la figura 9,
apoya el analisis. La misma muestra que el campo eléctrico es paralelo al plano de
incidencia y-z. Los angulos &;, &,. y &., constituyen los angulos de incidencia, reflexién
y transmision, respectivamente.
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Los coeficientes de reflexion y de transmision, se definen a continuacion:

Nocosle— 1, cosh;
- L - L

B, =

I Ngcosty+ 1, cosd;
T, = Inqcosd;

Il Nypcosl, + 1, cosb;

En ambas expresiones anteriores, el término &, puede ser hallado como:

—_— | u. =, -
cosf, = J1— sen’8, = |1— “tsen?f,

A PoSy

[40]
[41]

[42]

Para el caso particular en el que el campo es perpendicular al plano de incidencia, la
figura 10, apoya el analisis. La misma muestra que el campo eléctrico es perpendicular
al plano de incidencia y-z. Los angulos &;, &, y &., y constituyen los angulos de

incidencia, reflexion y transmision, respectivamente.
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Los coeficientes de reflexion y transmision en este caso, vienen

respectivamente, como:
R = ngoosl; — 7, cos8;

ngcost;+ 1, cosd,

expresados

[43]



T = In,cos8; [44]

- nocosl; + 0, cos8;
Propagacion sobre tierra plana

Cuando la longitud de la trayectoria de propagacion es relativamente corta, se puede
despreciar la curvatura de la superficie terrestre y, en este caso, el problema se reduce a
analizar la propagacion sobre una superficie plana. Esta seccion deviene en un
importante inicio para entender los problemas generales de la propagacion
multitrayecto, debido a que el modelo de la tierra plana permite introducir una
trayectoria indirecta. Esta segunda trayectoria producird interferencia en el receptor
(Gross, 2005).

La figura 11 representa el modelo de la tierra plana, con dos antenas isotropicas (una en
régimen de transmision y la otra en el de recepcidon) elevadas sobre el suelo (1, y /12) y
separadas una distancia d. R es el coeficiente de reflexion de la superficie de la tierra en
el punto y.

Trayectoria Directa 4 Jri‘g

;?l

Trayectotia Indirecta

-7y d

—.l'rfl e

Figura 11

La sefial que llega al receptor esta compuesta por el rayo directo y el reflejado en el
punto y. La siguiente ecuacion, asi lo representa:

- = JHT g =Ry

—t R [45]
donde: k es el nimero de onda, y viene dado por /it = Effl,-"i;

R =le7¥

n=d>+ (hy— hy)° [46]

r = d*+ (hy+ hy)* [47]
El factor de ganancia del trayecto, se define como (Bertoni, 2000):

F = |l LR :__:E'_"I-k (ry— -"'_.-'l [48]

Si se asume que, las alturas de las antenas h,, h, << 7y, 75, la diferencia en las
trayectorias se puede hallar por medio de:

e I
Lily iTm

= == [49]

- o

También, en el caso de largas distancias, se puede asumir que ?13-}“ =1lyqueR=-1,
por lo que [48] toma la forma siguiente (Bertoni, 2000):
F=2 ‘S'E'ﬂ hc'_k“ = 2 |sen ; '%| [50]

Difraccion por borde afilado



Se ha planteado cdmo pueden producirse trayectorias adicionales por reflexion en la
superficie terrestre. Ademas de este elemento, nuevas trayectorias se originan debido a
la difraccion producto de montafias, edificios, etc., los cuales puede que no estén en la
posicién especifica como para dar lugar a reflexiones, pero si para provocar difraccion
(Gross, 2005). La figura 12 ilustra como una montafia de altura h, se encuentra ubicada
entre dos antenas (una en régimen de transmision y la otra en recepcién) de alturas h, y
h., respectivamente.

Se asume que el tope de la montafia no produce reflexion, asi como también que la
montafa bloquea cualquier reflexion desde el suelo hasta la antena receptora, por lo que
el campo recibido estara expresado sélo en términos de la trayectoria directa y de la
difractada. h_ es la “altura de claridad” entre el borde afilado y la trayectoria directa. En
los casos en los que .< 0, el borde afilado estara por debajo de la linea de visibilidad
directa, y, en consecuencia existiran dos trayectorias de propagacion, como se muestra
en la figura 12. Ahora bien, si %.> 0, el borde o tope de la montafia obstruye la
trayectoria directa, por lo que so6lo se recibira la trayectoria producto de la difraccion.
Cuando esto sucede, se dice que la antena receptora esta en la “region oscura”.

Trayectoria Directa

Trayectoria
Difractada

Trayectoria Ditecta

Trayectoria
Difractada

R0 -RegiéﬁOscu:ra

v

0 l"‘lll i d .
) Figura 12

El factor de ganancia del trayecto, producto de la difraccion, viene dado por la siguiente
expresion (Collin, 1985):

Foo = 1[5, e7™ Fdul [51]
W= ﬂ""['

donde H. & h_ |—— [52]
‘\J/.E.-_E:

Conclusiones



A modo de conclusiones es valido apuntar que la presente monografia recoge de modo
claro y sencillo los fundamentos matematicos que son necesarios tomar en
consideracién si se quiere entender como se producen los fendmenos inherentes a la
propagacion de las ondas electromagnéticas. En este sentido, se enunciaron las
ecuaciones de Maxwell, base imprescindible que sustenta todo el analisis, asi como se
analizaron las particularidades de la propagacion representada en coordenadas
rectangulares y esféricas, las condiciones de contorno y los coeficientes de transmision
y reflexion. Por ultimo, fueron incluidos los temas de la propagacion sobre tierra plana
y de la difraccion por borde afilado, pues brindan un acercamiento a las condiciones
reales en las que se produce la propagacion de las ondas electromagnéticas entre dos
puntos.
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